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　（勿G副ois拡大を与えるQ上の多項式をexplicitに与えて，拡大体を具体的に記述
する（cons七ructive），
という2通りのアプローチがある．後者のconstructiveなアプローチはG被覆のbottom－
to－topな構成問題と相通ずるものがある．　constructiveなGaloisの逆問題の研究では
近年（大雑把に云って）“G一拡大のすべてをパラメトライズする”generic　polynomial，
versal　polynomialと呼ばれる対象がよく研究されている（例えば［2］の文献を参照され
たい）．この報告では
　1．versal　polynomia1の幾何学的アナロジーであるversal　G被覆というものを定義し
た後，その最小次元としてGのessential　dimensionと呼ばれる概念を紹介し，
　2．Gが4次対称群の際には［12］で与えた54一被覆の構成法とある種の有理楕円曲面
を用いて，2次元のversal　54一被覆がexplicitに構成できること，
についえ述べる．まず，versal　G一被覆の定義から始めよう．その定義は以下の通りであ
る4．
De6nition　O．2　G一被覆ロ：X→Mが以下の条件を満たすとき，　versaユであるという：
　任意のG一被覆ω：γ→Zに対し，以下の条件を満たす有理写像μ：Z…→MとZ
のZariski開集合Uが存在する：
　（り〃1σ：Z…→Mは射，
　㈹ズ1（σ）はu上σ×MXに双有理同値．
　versal　G一被覆はBuhler－Reichsteinにより導入されたversal　G多項式から得られる
Galois拡大に対応するG一被覆と考えることができる．　versal　G一被覆は任意の有限群G
に対し存在することが知られている．（例えば，［1］，［7］，［8］，［13］参照）．本報告の主結
果は次の定理である．
Theorem　O．1§3で構成する2つのS4一被覆π431：S431→Σ431，πg111：5g111→Σg111
はともにversa1である．
　この報告では上記の2つの被覆をどのようにして構成するかというところまでにと
どめる．versahtyに関する証明は［13］を参照されたい．
　なお，versal　G一被覆を具体的な構成に関しては，ここで述べているもの以外にも【15］
がある．
　4veΣsal　G一被覆が代数多様体の構成や，開代数多様体の研究にどれ程役立ちそうかという点は今のと
ころ未知数である．ただ，定義しただけで終わってしまうか，それとも，面白く展開していくかは今後の
（筆者の）努力次第？
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1　S4一被覆の構成法
ここでは［12］で与えたS4一被覆の構成法について紹介する．証明等，くわしくは［12］を
参照されたい．
　被覆π：X→γに対し，その分岐集合を△．または△（X／γ）で表す．また，以竺Z／2Z
でKlein群，すなわち
｛1，（12）（34），（13）（24），（14）（23）｝
で表す．π：X→γは54一被覆とする．C（X）以は陥によるC（X）の不変体とし，　D（X／酩陥）
はγのC（X）互正規化を表すものとする．X，　D（X／｝《陥），γの間に自然にさだまる被
覆写像をそれぞれ，
β1（π，レD：D（X／】／レi）一→】／　　　　β2（π，レD：x→D（x／】r《τ乏）
とおく．β2（π，陥）は（Z／2Z）㊥2一被覆であり，β1（π，陥）は53一被覆である（53は3次対称
群を表す）．これらの設定のもと，S4一被覆の構成法に関して，つぎの命題が成立する：
Propostition　1．1∫：Z→γはγの83一被覆とする．　Zが非特異でZ上の相異なる3
つの被約因子D1，　D2，　D3で以下の条件を満たすものが存在するとする：
　（2）D1，　D2，　D3には共通の既約因子がなく，3次対称群をGal（z／γ）＝53＝〈σ，∋
σ2＝τ3＝（στ）2＝1＞と表すと（乞一α）Df＝1）2，D9＝D3，かつ＠－b）Df＝D2，
D；＝D3，　D‘＝D1である（ただし，　Dσ及び∬はσ，アによる因子のpul1－backを
表す）．
　（∋D1と2Lが線形同値になる直線束が存在する．
　このとき，以下の条件を満たすs4一被覆πlX→Yが存在する．（りD（x／｝～以）＝2r
カ、つ（zz）△（X／Z）＝SUPP（D1十D2十。D3）．
　逆にS4一被覆が与えられ，1）（X／｝7随）が非特異ならばProposition1．1の「逆」が成立
する．（詳しくは112］参照）
　Proposition　1．1の証明のポイントはLagrangeによる4次方程式の解法を代数多様
体上の因子の言葉で書き下すという点である．なお，局所方程式にこだわった構成法は
114］に見られる．Proposition　1．1の条件は，結構複雑で扱いづらそうにみえるが，例え
ば6次曲線に沿って分岐する54一被覆の研究（112］）や§3で述べる例の構成では有効で
ある．
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2　vαsal　G一被覆とGのessential　dimensi◎n
イントロダクションではveral　G一被覆の定義を与え，その存在も保証されていることも
のべた．然し乍ら，存在だけでは少し心許ない．というのは
　（りversal　G一被覆はGに対し，複数個存在する（一意性の欠如）．この報告の主結果
にあるとおり，S4でも2種類以上はある．
　（司〃は有理写像なので具体的な被覆を考える際には扱いづらい．
等々の問題があるからである，versal　G一被覆をG被覆を構成する問題へ応用すること
を念頭において考察するとき，「なるべく次元の低いモデルをさがす」という道は一つの
選択と考えられる．そこで，その最小次元を以下のように定義する．
De6nition　2．1有限群Gのessential　dimension　ed兎（G）（Wは多様体の定義体．ここで
はC），とは非負の整数
edKG）：＝min｛dim（X）ぱ（はん上定義されたversal　G一被覆｝
のことと定義する．
　上記の定義は111にあるTheorem　7．5を基としている．　BuhlerとReichsteinのoriginal
な定義については円の§3参照．以下edc（G）の性質について列挙する．証明について
は｛1｝を参照されたい．
Lemma　2．1
edむ（G）＝1⇔G＝｛1｝．
Lemma　2．2（の∬がGの部分群ならば，　edc（∬）≦edc（0）．
　（麗）G灘1iぎ1×』∫2⇔edc（G）≦edc（∬1）十edC　ef2）
Gが可換群の場合はつぎの定理が成立する．
Theo’em　2．1　Gが可換群のとき，　ed¢（G）はその階数く最小限必要な生成元の数）に等
しい．
また，edc（G）＝1となるGに関しては以下の結果がしられている．
Theorem　2．2　edc（G）＝1ならば，　Gは（り巡回群，または（‘i）位数2π　（ηは奇数）
の2面体群D2πである．
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　上のversal　D2ガ被覆はP1からP1の2面体被覆でz⇔ゾ＋1／♂で与えられる．こ
の被覆は｛11］で本質的な役割を果たしている．対称群，及び交代群に対してはつぎの結
果がある．
The◎陀m　2．3島，んはそれぞれn次対称群，れ次交代群とする．
　（りedc（5π＋2）≧edc（5π）十1，　edc（5九）≧1π／2］．
　伝）η≧5ならば，edc≦π一3．
　（婁銘）e（1C（5「4）＝edc（5§）＝＝2，　edc（S6）ニ3．
　＠）π≧4ならば，edcC4糾4）≧edc（．4の＋2，　edc（．4の≧21π／41．
　（u）edc（ノ14）＝edc（ノ15）・＝2．
　上記の定理から，versa154被覆で次元最小のものは2次元であることがわかる．以
下の節では，§1の手法の乗っ取って，2次元のモデルを構成する．また，S7については
上記の定理より，edc（5「7）は3または4であることがわかるが，これがどちらになるか
は未解決である（｛1〕のイント灘ダクション参照）．
3　2つの54－cover　S431とSg111
この節では楕円曲面に関するさまざまな結果を自在に援用する．くわしくは，固，141，
15］，【10］を参照のこと．
3．1　34一被覆S431
ψ：X43r→P1はつぎのcubic　penci1
A：｛λo（XoXIX2）十λ1（Xo十X1十X2）3＝0｝［λo，λ、lclP1，
ただし，Xo，　X1，　X2はP2の同次座標，のb品e　p◎mtsを取り除いて得られる有理楕円
曲面とする．そのブローアップの写像を4：x431→解で表す．（X431という記号は固
に従っている．）ψ：ノ（431→P1は以下の性質を満たすことが知られている（［5］参照）：
・MW（X431）竺Z／32である．その元を0，81　a且d　52で表す
・ψは3つの特異ファイバーをもちそれらのタイプは∫1，∫3and∬γ＊である，
　81及びs2はX431の各特異ファイバーと以下の図のように交わると仮定してよい．
曲線0，31，82，σ勾（i＝0，1，2，4，5，6）が4の例外集合である．
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　％＝群演算に関して逆元をとるという自己同型
また，
　㌔、＝3τによる平行移動
とおく．各％ち、はX431の仙e丈preserv癒gな自己同型であり，σ6＝τζ＝（％τ。、）2＝1
を満たしている．故にσψとちヨはX431上53の作用を与えている．この作用による商
をΣ綴二X431／33とおき，その商写像を力31：X銀→Σ鑑で表す．留の非特異なファ
イバー上では，このS3の作用は自然もの，すなわち，楕円曲線上の位数3の元による
平行移動と群の演算に関して逆元をとるというものである．問題は特異ファイバー上で
の作用であるが，これに関しては以下の補題が成立する：
Lemma　3．1特異ファイバー上の上記の33の作用は以下の通りである：
　∫1一ファイバーこ％はγ、、ともにこのファイバー上で非自明な自己同型である．通常
2重点Pのまわりの局所座標系（zいz2）を適当にとれば以下のようになる：
　　　　　　　　　　　　σ。：（z、，z2）一（麹，z、），
　　　　　　　　　　　　ち、・（Z1，Z2）⇔（晦ω2・2），
ここで，P：＝（0，0）及びω＝exp（2π㎡＝T／3）である．
　∫3一ファイバー：どの既約成分上でも，σψ，τ、、は恒等写像にならない．σ膓及び㌦は
各既約成分の間に下記のような置換を引き起こす．
　　C1，0　卜→　C1，0，　　　　C1、o　H・C1，2，
σジcパ樽c・2，己・c・，・梼o・β，
　　Cヱ，2卜→　C1ふ　　　　C1，2⇔　01，1・
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　1V㌔β6eジc2，4は％がその上で恒等写像となるような唯一の既約成分である．また，
τ、、はどの既約成分上でも恒等写像とはならない．％と信各既約成分を以下のように
置換する：
　　　　　　　　　。・、C…HC・，・・C・・2HC・5・C・β⇔C・…
　　　　　　　　　　ψ　　　C2，4　1－一＞　C『2，4ラ　　C2，奪←→・C「2，◎，
　　　　　　　　　　　　C2，・ト・02，6，　C2，・⇔σ2，0，02，2HO2，4
　　　　　　　　　㌦・C・β⇔02，・，C・，・⇔C2，・，0・，・⇔02．2
　　　　　　　　　　　　c2，6卜→c環．
Proo五　（りの後半のみ証明する．　Pの固定群はS3になることに注意すれば，　Pの接空
間への33の表現は2次元の既約表現になる．これから主張が従う．残りの主張につい
ては例えば§9，｛3］，§5，［6］，and［9］を参照．　　　　　　　　　　　　　　　　　　口
　s1，32への作用はつ31（＝3：つ＝32，穗3Σ（＝3｛β1）＝0，3劉＝ε1，0嘱＝s2とな
る．｛珂，Lemma　8．1及び＆2からつぎの関係式を得る：
　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　・・駕QO＋F－5（20・，・＋0・・）
　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　…5（4C…掲C・・＋6C・・＋30・・＋4C・計2C・・）・
　　　　　　　　　　　　　　　1　　　　　　・・穐0＋F一言（C・，・＋2C…）
　　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　　…5（4C・’・＋5C・・5＋3C・・＋6σ…＋40・・＋2C・，1），
ただし，Fはファイバー，駕QはQ一瓠gebraic　equivalenceを表している．　X431は単連
結であるから，algebraic　equivalenceは1inear　equiv㎡enceへ置き換えることができる．
従って，次の関係式を得る：
　　　　　　　　　3ズ←32÷σ1，ジトC1，2十C2，2－十σ2，5
　　　　　　　～2（0＋F－C2，、－C2，2－2C2β一C2，4－C2，5－C2，6），
ここで，～はlinear　equivalenceを表している．
D＝31十32十C1，1十C1，2十σ2，2十C2，5，
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とおき，D1，　D2，　D3を
　　　　　　　　　　　　　　　D1＝　Dγ”1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゑ　　　　　 D2　＝　Dγ・1
　　　　　　　　　　　　　　　D3＝　D．
とさめるとPropositions　1．1より，（Z／2Z）㊥2一被覆でg431：5431→X431以下の3条件を
満たすものが構成できることがわかる．
　（みπ431＝∫431◎9431：54額→Σ431｝ま54一被覆，
　（∋D（5431／Σ431，VD＝X431，かつ
　（弱り△943、＝SupP（Z）1十X）2十1）3）・
3．2　S4一被覆Sg　111
（｛3§，§、L｛婦、］）はP1×P1の同次座標とし，次のpe旦caを考える：
　　　　　A1：｛λo（3031％十s；fof1十8i弓）十λ1（3031fof1）＝0｝｛λo：λ1］∈1P1・
　A1の固定点を解消すれば有理楕円曲面が得られる．同，に従いこの楕円曲面をψ1：
Xg磁→酎と表し，ブ覆一アップの合成Xg頚一→Pコ×酔を免で表す．物：Xgm→吾
は以下の性質を満たすことが知られている（15］参照）：
　・MWρ（g111∈Z／3Zである．この元を0，81　and　52と表す．
　・ψは4つの特異ファイバーをもち，そのタイプはJg，11，11，11である．
　この4つの特異ファイバーと31and　32はXg111で以下の図のように交わっているも
のとする．曲線0，81，s2，C◎，C2，C3，C6，C7がg1の例外集合になっている．
　　　　　　σ5
　08　　　06
C。　　　C7　　　　　　82
（Figure　2）
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　X鍋の時同様，％、と万、により，自然な53の作用が得られる。この作用による商
をΣg111：＝Xg111／53とおき，その商写像を∫g111：Xg111→Σg111とおく．その各特異
ファイバーでの作用は以下の通りである：
Lemma　32（《）1rファイバー上では五emmα3，1と同様．
　（司1g．ファイバー上ではつぎの通り：
σ；、：ぱ→Cg一元（㎜・d・），
信：ぱ→q－3（m。d9）・
また，
　　　　　　　　　　　　・：“1＝・，，0σ・・＝0，
　　　　　　　　　　　　s；81＝0，3；81＝31，0衝＝s2．
となる．Lemma　3．2の主張については，例えば，§9，同，§5，同，孤d回を参照のこと．
再び，｛101Lemmas　8．1　and　8．2から，
　　　　　　　　　　　1　　　　・・党QO＋∬－5（2C・＋4C・＋6C・＋5q＋40・＋3C・＋2C・＋C・），
かつ，
　　　　　　　　　　　1　　　　・・＝QO＋F一言（C・＋20・＋3C・＋4C・＋5C・＋6C・＋40・＋2C・），
ただし，Fはファイバー，穐は《｝algebraic　equiv～aenceを表す．すると，　Xg斑は単連
結なので，O－algeb臓jc鰻慧ival題ceはQ一逗e雛司uivale丑ceと取り替えることができる．
故に，
　31＋32＋01＋03＋C4＋05＋C6＋C8
～
　 2（0十F～C2－（フ3－（万　（フ5－C6－C「7）．
ここで
　　　　　　　　　D＝31＋82＋C1＋03＋C4＋C5＋C6＋08，
とおき，D1，　D2，　D3を下記のように定義する：
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　まD1＝∬θ1，　D2＝∬・・，　D3＝D．
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すると，Proposition　1．1，（z／2z）＄2一被覆gg111：5g111→Xg111でつぎの3条件を満た
すものが存在することがわかる．
　　ωπ・・、、＝∫91、1。9・、1・・391・・．→Σ…1は5・被覆，
　　（ZのD（Sg、、、／恥、1、M）＝Xg、、1，かつ
　　（《i乞）△99111＝S旦PP（1）1÷2）2十D3）．
　　このようにして構成したπ431：5媒→Σ431及びπg以lS蹴1→Σg斑はともにversa1
54一被覆となる．この事実の証明については｛13jを参照されたい．
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